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G. Lang

Motivation

Potentiel utilisé ici :
◮ indépendant du temps
◮ unidimensionnel
◮ défini par morceaux

⇓

pertinence physique?

Oui pour NH3.

2 positions équivalentes pour
l’atome d’azote

+
effet tunnel



G. Lang

Plan

Barrière tunnel

Puits infini

Deux puits infinis

Deux puits couplés
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1 - Barrière tunnel

COEFFICIENT DE TRANSMISSION

T = transmis dans III

incident dans I
−→ Quels états dans chaque région

de l’espace ?

À une dimension, pour un potentiel V ne dépendant pas du temps :

− ~
2

2m

∂2ϕ

∂x2
(x) + (V (x)− E)ϕ(x) = 0

Soit :

Région I
∂2ϕ

∂x2
(x) = −

2mE

~2
︸ ︷︷ ︸

α2

ϕ(x) → ϕI(x) = A1eiαx + A′

1e−iαx

Région II
∂2ϕ

∂x2
(x) = −

2m(V0 − E)

~2
︸ ︷︷ ︸

β2

ϕ(x) → ϕII(x) = B2eβx + B′

2e−βx

Région III
∂2ϕ

∂x2
(x) = −

2mE

~2
︸ ︷︷ ︸

α2

ϕ(x) → ϕIII(x) = A3eiαx +✘✘✘❳❳❳A′

3e−iαx
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1 - Barrière tunnel

Alors :

T =

∣

∣

∣

∣

A3

A1

∣

∣

∣

∣

2

Les conditions de continuité donnent :

x = 0 :






ϕI(0) = ϕII(0)

ϕ′

I
(0) = ϕ′

II
(0)

⇔






A1 + A′

1 = B2 + B′

2

iα(A1 − A′

1) = β(B2 − B′

2)

(C1)

(C2)

x = a :






ϕII(a) = ϕIII(a)

ϕ′

II
(a) = ϕ′

III
(a)

⇔






B2eβa + B′

2e−βa = A3eiαa

β(B2eβa
− B′

2e−βa) = iαA3eiαa

(C3)

(C4)
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1 - Barrière tunnel

Puis :

(C1) +
(C2)

iα
⇔ A1 =

B2

2

(

1 +
β

iα

)

+
B′

2

2

(

1 −
β

iα

)

(C3) +
(C4)

β
⇔ B2 =

A3

2
eiαae−βa

(

1 +
iα

β

)

(C3) −
(C4)

β
⇔ B′

2 =
A3

2
eiαae+βa

(

1 −
iα

β

)

D’où :

A1

A3
=

eiαa

4

[

e
−βa

(

1 +
iα

β

)(

1 +
β

iα

)

+ e
+βa

(

1 −
iα

β

)(

1 −
β

iα

)]

=
eiαa

4

[

e
−βa

(

2 +
iα

β
+

β

iα

)

+ e
+βa

(

2 −
iα

β
−

β

iα

)]

=
eiαa

4

[

4 cosh(βa) − 2
(

iα

β
+

β

iα

)

sinh(βa)

]

=
eiαa

2

[

2 cosh(βa) + i
β2

− α2

αβ
sinh(βa)

]
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1 - Barrière tunnel

Soit :

T
−1

=

∣
∣
∣
∣

A1

A3

∣
∣
∣
∣

2

=
1

4

[

4 cosh
2
(βa) +

(

β2
− α2

αβ

)2

sinh
2
(βa)

]

= cosh
2
(βa) +

1

4

(
β

α
−

α

β

)2

sinh
2
(βa)

Avec cosh2(x) = 1 + sinh2(x) :

T =

[

1 + sinh
2
(βa)

(

1 +
1

4

(
β

α
−

α

β

)2
)]

−1

T =

[

1 +
sinh2(βa)

4

(
β

α
+

α

β

)2
]
−1

On a :
α

β
=

√

E

V0 − E
=

√

X

1 − X
soit :

(
β

α
+

α

β

)2

=
1

X(1 − X)

Finalement :

T =

[

1 +
sinh2(a/λ∗)

4X(1 − X)

]
−1
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1 - Barrière tunnel
LIMITE : LARGEUR DE BARRIÈRE FAIBLE

a

λ∗
≪ 1

Alors :

sinh
2
(

a

λ∗

)

≈
a2

λ∗2

et :

T ≈

[

1 +
a2

4λ∗2X(1 − X)

]
−1

≈ 1 −
a2

4λ∗2X(1 − X)

≈ 1 −
a2β2

4X(1 − X)

T ≈ 1 −
mV0a2

2~2X

LIMITE : LARGEUR DE BARRIÈRE GRANDE

a

λ∗
≫ 1

Alors :

sinh
2
(

a

λ∗

)

=

(

ea/λ∗
− e−a/λ∗

)2

4
≈

e2a/λ∗

4

et :

T ≈

[

✄1 +
e2a/λ∗

16X(1 − X)

]
−1

ln T ≈ −
2a

λ∗
+ ln(16X(1 − X))

f (X)=16X(1 − X) : max. en X=0.5
min. pour X petit/grand

ln(f (0.5)) ≈ 1.39

ln(f (0.001 ou 0.999)) ≈ −4.14

⇒ ln(f (X)) négligeable pour a
λ∗ ≫

4.14
2 ≈ 2
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1 - Barrière tunnel
APPLICATION : MICROSCOPE À EFFET TUNNEL

Barrière grande :

lnT ≈ −2a

λ∗ + ln(16X (1 − X ))

Identifions les grandeurs physiques :

◮ T : proportionnelle au courant I

◮ E : polarisation → 50 meV (typique)

◮ V0 : travail de sortie → 5 eV (ex.)

◮ a : distance pointe - élément de surface

Alors X=E/V0=0.01 et :

lnT ≈ −2a

λ∗

I ∝ e
−2a/λ∗

i2 i1 i0 i1 i2

i1
i0

≈ e−2(a1−a0)/λ
∗

a1 − a0 ≈ − ln(i1/i0)

2β

Si i1=
i0
10 : a1 − a0 ≈ 1 Å
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2 - Puits infini

I II III

0 a

SOLUTIONS PAR RÉGION

◮ I, III : impénétrables → ϕ(x) = 0

◮ II :

− ~
2

2m

∂2ϕ

∂x2
(x) = Eϕ(x)

soit :

ϕ(x) = Ae
ikx + Be

−ikx
k =

√

2mE

~2

CONDITIONS DE CONTINUITÉ






ϕI(0) = ϕII(0)

ϕII(a) = ϕIII(a)

⇔






A + B = 0

Aeika + Be−ika = 0

⇔ sin(ka) = 0 ⇔ ka = nπ n ∈ N
∗

D’où les niveaux discrets : En = n2 π2
~

2

2ma2
(n ∈ N

∗)
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2 - Puits infini

Et pour les fonctions d’onde : ϕn(x) = 2iA
︸︷︷︸

C

sin(knx)

Normalisons :

1 =

∫ ∞

−∞
|ϕ(x)|2 dx = C

2
∫ a

0
sin2(knx)dx

Du fait de la quantification sur kn :
∫ a

0
sin2(knx)dx =

∫ a

0
cos2(knx)dx =

∫ a

0
(1 − sin2(knx))dx

D’où : ∫ a

0
sin2(knx)dx =

a

2

Soit :

ϕn(x) =

√

2
a
sin(knx)

Dérivée discontinue aux bords : OK !
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3 - Deux puits infinis

−b 0 b

a

PARTICULE DANS LE PUITS DE GAUCHE

ϕn
G(x) doit s’annuler en −b ± a/2. D’où :

ϕn
G(x) =

√

2
a
sin

(

kn

(

x + b +
a

2

))

pour x ∈
[

−b − a

2
,−b +

a

2

]

et nulle ailleurs

PARTICULE DANS LE PUITS DE DROITE

ϕn
D(x) doit s’annuler en b ± a/2. D’où :

ϕn
D(x) =

√

2
a
sin

(

kn

(

x − b +
a

2

))

pour x ∈
[

b − a

2
, b +

a

2

]

et nulle ailleurs
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3 - Deux puits infinis

E
n
G = E

n
D = n

2 π2
~

2

2ma2
(n ∈ N

∗)

Chaque niveau est doublement dégénéré.

États stationnaires du double puits : l’ensemble des ϕn
G et ϕn

D .

−b 0 b

a
ϕ1

G ϕ1

D
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3 - Deux puits infinis
À n donné, ϕn

G et ϕn
D sont des états stationnaires de même énergie En.

Toute combinaison linéaire est donc un état stationnaire d’énergie En :

E
1
S = E

1
A = E

1 =
π2

~
2

2ma2

−b 0 b

a
ϕ1

S

ϕ1

A

Toute fonction d’onde d’énergie En peut s’écrire comme C.L. de ϕn
G et ϕn

D ou
comme C.L. de ϕn

S et ϕn
A.
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4 - Deux puits couplés

−b 0 b

a

SOLUTIONS À L’INTÉRIEUR

DES PUITS

cf. énoncé

SOLUTIONS DANS LA BARRIÈRE

L’équation de Schrödinger donne :

χn(x) = Be
Kx + B

′
e
−Kx avec K =

√

2m(V0 − E)

~2

Solution symétrique : χn
S(x) = χn

S(−x) ⇔ B = B′

χn
S(x) = C cosh(Kx)

Solution antisymétrique : χn
A(x) = −χn

A(−x) ⇔ B = −B′

χn
A(x) = C sinh(Kx)
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4 - Deux puits couplés

En se restreignant à n = 1 :

−b 0 b

a



G. Lang

4 - Deux puits couplés

En se restreignant à n = 1 :

−b 0 b

a

χ1

S

χ1

A
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4 - Deux puits couplés

−b 0 b

a

0 χn
G
(x) = A sin(k(...))

χn
S
(x) = C cosh(Kx)

χn
A
(x) = C sinh(Kx)

χn
D
(x) = A′ sin(k(...)) 0

Examinons la continuité en x = −b +
a

2
. . .

CAS SYMÉTRIQUE 




A sin(ka) = B cosh
(
K
(
−b + a

2

))

Ak cos(ka) = BK sinh
(
K
(
−b + a

2

))

⇒ tan(ka) =
k

K
cotanh

(

K

(

−b +
a

2

))

⇒ tan(ka) = −
k

K
cotanh

(

K

(

b −
a

2

))

CAS ANTISYMÉTRIQUE 




−A sin(ka) = B sinh
(
K
(
−b + a

2

))

−Ak cos(ka) = BK cosh
(
K
(
−b + a

2

))

⇒ tan(ka) =
k

K
tanh

(

K

(

−b +
a

2

))

⇒ tan(ka) = −
k

K
tanh

(

K

(

b −
a

2

))
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4 - Deux puits couplés

E ≪ V0 : K ≈
√

2mV0

~2
et K

︸︷︷︸
hauteur

∆
︸︷︷︸
largeur

≫ 1 (vérifié dans NH3)

CAS SYMÉTRIQUE

cotanh

(

K

(

b −
a

2

))

= cotanh

(
K∆

2

)

=
e

K∆
2 + e

−
K∆

2

e
K∆

2 − e
−

K∆
2

=
1 + e−K∆

1 − e−K∆

≈

(

1 + e
−K∆

)2

≈ 1 + 2e
−K∆

Soit :

tan(ka) ≈ −
k

K

(

1 + 2e
−K∆

)

CAS ANTISYMÉTRIQUE

tanh

(

K

(

b −
a

2

))

= tanh

(
K∆

2

)

=
e

K∆
2 − e

−
K∆

2

e
K∆

2 + e
−

K∆
2

=
1 − e−K∆

1 + e−K∆

≈

(

1 − e
−K∆

)2

≈ 1 − 2e
−K∆

Soit :

tan(ka) ≈ −
k

K

(

1 − 2e
−K∆

)
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4 - Deux puits couplés
Cas symétrique : tan(ka) ≈ − 1

Ka

(

1 + 2e
−K∆

)

︸ ︷︷ ︸
εS

×ka

Cas antisymétrique : tan(ka) ≈ − 1
Ka

(

1 − 2e
−K∆

)

︸ ︷︷ ︸
εA

×ka

π 2π

tan(ka)

k
1

S
k
2

S

k
1

A
k
2

A

ka

S

A

E ≪ V0 ⇒ k ≪ K

K∆ ≫ 1

}

⇒
{

|tan(ka)| ≪ 1

tan(ka) < 0
⇒ ka proche de nπ par

valeurs négatives



G. Lang

4 - Deux puits couplés

tan(ka − π) ∼
π

ka − π

tan(ka − π) = tan(ka)







⇒ ka − π ≈ −εS/Aka ⇒ kS/A ≈ π

a(1 + εS/A)

ÉNERGIES

E
1
S/A =

~
2k2

S/A

2m
=

~
2π2

2ma2
︸ ︷︷ ︸

E1

1
(1 + εS/A)2

< E
1

E1
S + E1

A

2
≈ E1

2

(
1

1 + 2εS

+
1

1 + 2εA

)

≈ E
1(1 − εS − εA) = E

1
(

1 − 2
Ka

)

E
1
A − E

1
S ≈ E

1
(

1
1 + 2εA

− 1
1 + 2εS

)

≈ 2E
1(εS − εA) =

~
2π2

ma2

4e−K∆

Ka
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4 - Deux puits couplés
INVERSION DE LA MOLÉCULE D’AMMONIAC

Ψ(x , t = 0) = 1√
2

(
χ1

S(x) + χ1
A(x)

)
−→ « atome d’azote à droite »

E1
S 6= E1

A ⇒ Ψ n’est pas un état stationnaire.

Ψ(x , t) =
1√
2

(

e
− i

~
ES tχ1

S(x) + e
− i

~
EA tχ1

A(x)
)

=
e− i

~
ES t

√
2

(

χ1
S(x) + e

− i
~
(EA−ES)tχ1

A(x)
)

=
e− i

~
ES t

√
2

(

χ1
S(x) + e

−iωtχ1
A(x)

)

oscillation à la pulsation ω

Pour 2A = 10−4 eV :
ν ≈ 24 GHz
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